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Abstract. The purpose of this research is to give an overview of single-
resource revenue management methods. We look at static models which show
how many units we should sell for given price. For 2 class problem we can use
Littlewood’s rule and for n ≥ 2 classes we can use exact model or heuristics.
We also use these models on actual bus ticket sales data. And in last part we
look at dynamic pricing which gives us maximum expected revenue.
CERCS research specialisation: P160 Statistics, operation research, prog-
ramming, actuarial mathematics




1 Mahupo˜hine tulude optimiseerimine 6
1.1 Staatiline mudel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.1.1 Staatilise mudeli eeldused . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.1.2 Littlewoodi kahe klassi mudel . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.3 n-klassi mudelid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2 Mahupo˜hised mudelid tegelikel andmetel . . . . . . . . . . . . 16
1.2.1 Littlewoodi reegel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.2.2 n-klassi mudelid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2 Hinnapo˜hine tulude optimiseerimine 22
2.1 Du¨naamiline hinnastamine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.2 Hinnapo˜hine tulude optimeerimine tegelikel andmetel . . . . . 23
2.2.1 No˜udluste hindamine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23




Lisa 1. Perioodi optimaalse hinnaga saadud tulemused . . . . . . . 32
Lisa 2.R kood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3
Sissejuhatus
Magistrito¨o¨s annab autor u¨levaate u¨he ressursiga tulude optimiseerimise mee-
toditest. Selle to¨o¨ kirjutamisel vaatame ettevo˜tet kui monopolisti ja me ei ar-
vesta konkurentidega. Kuna teema on Eestis uus, on eesma¨rgiks pigem mee-
todite kirjeldus ja ettepanekud kui meetodite praktiline kasutamine. To¨o¨ on
jaotud kaheks - mahu- ja hinnapo˜hiseks tulude optimiseerimiseks. Mo˜lemas
peatu¨kis tutvustame mudeleid ja rakendame neid tegelikel andmetel.
Me teame, et iga mu¨u¨ja vo˜tab vastu mitmeid otsuseid. Na¨iteks tuleb otsus-
tada mu¨u¨gikoht ja aeg, alghind ja vo˜imalikud soodustused. Meie soov oleks
seada toote vo˜i teenuse hind nii, et see ei hirmutaks potensiaalseid ostjaid,
aga samas ei kaota tulu. Tulude optimiseerimine tegelebki selliste no˜udluse
haldamise otsustega kasutades vastavaid meetodeid ja su¨steeme. Tulude op-
timiseerimise kolm po˜hilist otsustamisvaldkond on ([2], lk 2-3):
• Struktuuriotsused: na¨iteks milliseid mu¨u¨misformaate kasutada (fiksee-
ritud hind, oksjon), milliseid mu¨u¨mistingimusi kasutada (soodustused,
tu¨histamised) ja teised sarnased ku¨simused.
• Hinnaotsused: na¨iteks kuidas seada alg- vo˜i personaalse pakkumise
hind, kuidas muuta hinda ajas.
• Mahuotsused: millal vastu vo˜tta vo˜i keelduda pakkumisest, kuidas ja-
gada kogumaht erinevate segmentide vahel.
U¨ldiselt ma¨a¨rab toote ja teenuse valdkond, millised otsused on antud vald-
konnas ko˜ige olulisemad. Antud to¨o¨s tegeleme ko˜igepealt mahu ku¨simustega
ja hiljem vaatame ka hinna ku¨simusi.
Kuid kas kasutada mahu- vo˜i hinnapo˜hist tulude optimiseerimist, varieerub
ka valdkonna sees. Na¨iteks kui lennunduses on tavaks kasutada fikseeritud
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hinda ja kohtade arvu iga hinnaklassi jaoks, siis odavlennufirmad kasutavad
see-eest piletihinda po˜himuutujana.
Kuigi sellistele no˜udluse haldamise ku¨simustele on otsitud vastuseid ammus-
test aegadest, peetakse tulude optimiseerimise ideed ja va¨ljato¨o¨tatud mee-
todeid pa¨rinevaks just lennundusest. Samas ta¨napa¨eval kasutavad neid mee-
todeid ka teised valdkonnad nagu hotellindus, kruiisilaevandus ja autorent.
U¨ldiselt seostataksegi tulude optimiseerimist tugevalt teenuste mu¨u¨giga, kuid
hiljuti on tulude optimiseerimine jo˜udnud ka jaekaubandusse.
Kui vaatame la¨hemalt olukorda, kui ettevo˜te soovib optimiseerida u¨he toote
vo˜i teenuse tulu, u¨tleme, et ettevo˜te soovib tegeleda u¨he ressursiga tulu-
de optimiseerimisega. Kaks tu¨u¨pilist na¨idet on u¨he lennu mitme hinnaklassi
piletite vo˜i hotellis u¨he o¨o¨ erinevate hinnaga tubade mu¨u¨gi kontrollimine.
Ja neist na¨idetest la¨htuvalt mitme ressursiga tulude optimiseerimiseks oleks
u¨mberistumisega lennud ning mitmeks o¨o¨ks hotellitoa broneerimine.
Bussipiletite mu¨u¨gi na¨itel oleks u¨he ressursiga tulude optimiseerimiseks bus-
sipiletite mu¨u¨k, kus bussil on ainult kaks peatust - algus- ja lo˜pppeatus.
Mitme ressursiga tulude optimiseerimiseks oleks liinid, kus on rohkem kui
kaks peatust.
To¨o¨ on vormistatud tekstito¨o¨tlusprogrammiga LATEX. Allikatele viidatakse
tekstis sulgude abil. Esimene pool na¨itab allika numbrit to¨o¨ lo˜pus asuvas
kirjanduse loetelus ja teine pool leheku¨lge vo˜i leheku¨lgi, kus viidatud faktist
juttu on. To¨o¨s esitatud to˜estuste lo˜ppu ta¨histatakse su¨mboliga . Andmete
analu¨u¨siks on kasutatud statistikapaketti R.
Autor ta¨nab Marek Tuult bussipiletite mu¨u¨giandmete kasutamise loa ja dot-
sent Raul Kangro arvukate paranduste ja ta¨ienduste eest.
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1 Mahupo˜hine tulude optimiseerimine
Antud peatu¨kis uurime mahupo˜hist tulude optimiseerimist, ta¨psemalt ma-
hu optimaalset jaotamist mitme erineva hinnaklassi vahel. Me eeldame, et
ettevo˜ttel on piiratud ressurss ja ta mu¨u¨b seda n erinevale hinnaklassile.
Eeldatakse, et kohad on homogeensed ja klient soovib ainult u¨hte kohta. An-
tud peatu¨kk po˜hineb suuresti K. T. Talluri ja G. J. van Ryzini raamatule
“The Theory and Practice of Revenue Management” ([2], lk 33-38).
1.1 Staatiline mudel
Staatiline mudel ei ole siin ko˜ige ta¨psem termin, sest no˜udlus ei ole staa-
tiline, vaid tuleb ja¨rjestikult aja jooksul. Kuid see va¨ljend on saanud juba
tavapa¨raseks ja aitab eristada antud mudeleid du¨naamilistest mudelitest.
1.1.1 Staatilise mudeli eeldused
Tulude optimiseerimise staatilised mudelid omavad mitmeid eeldusi.
e1) Erinevate klasside no˜udlused realiseeruvad mittekattuvates aja-
vahemikes. Ko˜igepealt tuleb no˜udlus odavaimatale piletitele, kui see
no˜udlus on lo˜ppenud, siis tuleb no˜udlus ja¨rgmise natuke kallima hin-
naklassi ja¨rele. Viimaseks on no˜udlus ko˜ige kallimale hinnaklassile.
e2) Erinevate klasside no˜udlused on so˜ltumatud juhuslikud suu-
rused. See eeldus on suuresti analu¨u¨si mugavuse eesma¨rgil, et oleks
vo˜imalik ehitada mudelit va¨hemate andmete pealt.
e3) Grupiostude puudumine vo˜i kui esineb grupioste, siis ei pea kogu
gruppi korraga vastu vo˜tma.
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e4) Riskineutraalsust. Eesma¨rgiks on maksimiseerida u¨leu¨ldist keskmist
piletimu¨u¨gi tulu.
Ko˜ige pealt vaatame ko˜ige lihtsamat kaheklassilist mudelit.
1.1.2 Littlewoodi kahe klassi mudel
Esimese mahupo˜hise u¨he ressursiga mudeli pakkus va¨lja Ken Littlewood.
Antud mudeli to¨o¨tas ta va¨lja 1970ndate alguses British Overseas Airways
Corporationi jaoks ([1], lk 111). Littlewood lahendas antud meetodiga prob-
leemi, kus lennule mu¨u¨akse kahes hinnaklassis pileteid hindadega r1 > r2, ja
ta soovis teada, mitu kohta tuleks ja¨tta kallimate piletite jaoks. Olgu lennu-
kis N kohta ning me ei luba tu¨histamisi ega u¨lemu¨u¨mist. Klassi j no˜udlust
ta¨histame Dj ja selle jaotusfunktsioon Fj. Ko˜igepealt tuleb klassi 2 no˜udlus.
Olgu x vaba kohtade arv momendil, kui saabub klient, kes soovib osta oda-
vamat piletit. Littlewood pakkus va¨lja, et odavaid pileteid tuleks mu¨u¨a nii
kaua, kui ja¨rgmise pileti odavalt mu¨u¨mise tulu on va¨hemalt sama suur, kui
selle koha oodatav tulu juhul, kui reserveerimine selle kalli pileti jaoks. Ehk
valemi kujul:
r2 ≥ r1 · P (D1 ≥ x) (1.1)
kus r1 on kalli pileti keskmine tulu ning r2 odava pileti keskmine tulu ([1],
lk 119). Paneme ta¨hele, et valemi (1.1) parempoolel x va¨heneb. Seega leidub
optimaalne reserveeringu piir, ta¨histatud y∗1, nii, et me vo˜tame vastu klassi
2 kliente kuni vabasid kohti on rohkem kui y∗1 ja keeldume neist, kui vabasid
kohti on y∗1 vo˜i va¨hem. Ehk y
∗
1 korral kehtib
r2 < r1 · P (D1 ≥ y∗1) ja r2 ≥ r1 · P (D1 ≥ y∗1 + 1).
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Ja¨rgnevalt to˜estame Littlewoodi reegli optimaalsuse. Selleks defineerime jao-
tusfunktsiooni F1(x) = y po¨o¨rdfunktsiooni F
−1
1 (y) diskreetsel juhul nii, et
F−11 (y) = min(x : F1(x) ≥ y), y ∈ (0,1).
Lemma 1.1. Reserveeringu piir, mis maksimiseerib eeldustel e1) - e4) ooda-







Seda nimetatakse Littlewoodi reegliks ([4]).
To˜estus. Siin to˜estame Littlewoodi reegli keskmise tulu maksimiseerimise
u¨lesande lahendamisega. Me teame, et kui odavatele piletitele ja¨a¨tud kohtade
arv on c, siis piletimu¨u¨gi tulu keskva¨a¨rtuse saab avaldada ja¨rgmiselt
f(c) = E(r2 min(D2, c) + r1 min(D1, N −min(D2,c))),
kus D2 on odavate piletite no˜udlus, D1 on kallite piletite no˜udlus ja N ko˜ikide
kohtade arv. On selge, et odavatele piletitele tuleks hoida veel u¨ks koht, kui
f(c+ 1)− f(c) ≥ 0. (1.3)
Avaldades vo˜rrandi (1.3) saame
f(c+ 1)− f(c) = E(r2 min(D2,c+ 1) + r1 min(D1, N −min(D2, c+ 1))−
E(r2 min(D2, c) + r1 min(D1, N −min(D2, c)) =
r2(Emin(D2,c+ 1)− Emin(D2, c))+
r1(Emin(D1, N −min(D2, c+ 1))− Emin(D1, N −min(D2, c))).
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Avaldame esimese osa sellest summade kaudu
































Avaldame teise osa summade kaudu
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r2 − r1P (D1 ≥ N − c) ≥ 0
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korral
f(c+ 1)− f(c) ≥ 0
ja tingimuse
r2 − r1P (D1 ≥ N − c) < 0
korral
f(c+ 1)− f(c) ≤ 0.
Paneme ta¨hele, et r2 − r1P (D1 ≥ N − c) on c suhtes mittekasvav.
Kui c = 0 korral r2 − r1P (D1 ≥ N − c) < 0, siis see on negatiivne ko˜ikide c
va¨a¨rtuste korral ja
f(c) = f(0) +
c−1∑
k=0
(f(k + 1)− f(k)) < f(0).
Maksimaalne kasum on saavutatud c∗ = 0 korral ehk y∗1 = N .
Kuna r2 − r1P (D1 ≥ N) < 0, saame
r2 − r1(1− F1(N − 1)) < 0,
1− F1(N − 1) > r2
r1
,
F1(N − 1) < 1− r2
r1
.




) > N − 1,
seega y∗1 = min(N,F
−1
1 (1− r2r1 )).
Kui c = 0 korral r2 − r1P (D1 ≥ N − c) ≥ 0, siis juhul kui c = N − 1 korral
samuti r2 − r1P (D1 ≥ N − c) ≥ 0, siis iga c korral, c ∈ {0,..N − 1}, vahed
f(c+ 1)− f(c) on mittenegatiivsed ja
f(N) = f(c) +
N−1∑
k=c
(f(k + 1)− f(k)) ≥ f(c), ∀c.
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Seega c = N annab maksimaalse va¨a¨rtuse ja y∗1 = 0. Saame tingimuse
r2 − r1P (D1 ≥ 1) ≥ 0,
P (D1 ≥ 1) ≤ r2
r1
,










Seega y∗1 = min(N,F
−1
1 (1− r2r1 )).
Kui c = 0 korral r2 − r1P (D1 ≥ N − c) ≥ 0 ja c = N − 1 korral r2 −
r1P (D1 ≥ N − c) < 0, siis leidub selline c∗, c∗ ∈ {0,..., N − 2}, nii, et
c = c∗ korral r2 − r1P (D1 ≥ N − c) on mittenegatiivne ja c = c∗ + 1 korral
r2 − r1P (D1 ≥ N − c) on negatiivne. Saame, et ∀c ≤ c∗ + 1 korral
f(c∗ + 1) = f(c) +
c∗∑
k=1
(f(k + 1)− f(k)) ≥ f(c)
ja ∀c > c∗ + 1 korral
f(c) = f(c∗ + 1) +
c∑
k=c∗+2
(f(k + 1)− f(k)) ≤ f(c∗ + 1),
seega c∗ on optimaalne va¨a¨rtus.
Na¨eme, et c∗ puhul
r2 − r1P (D1 ≥ N − c∗) ≥ 0,






) ≤ N − c∗ − 1
ja
r2 − r1P (D1 ≥ N − c∗ − 1) < 0,






) > N − c∗ − 2,
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Seega F−11 (1− r2r1 ) = N−c∗−1 ja y∗1 = min(N,F−11 (1− r2r1 )) = N−c∗−1.
Kui klassi 1 reserveeringu piiriks seada y∗1 Littlewoodi reegli kohaselt, siis see
on optimaalne eeskiri.
1.1.3 n-klassi mudelid
Ja¨rgmisena vaatame u¨ldistatud juhtu, kus on n > 2 klassi. Ja¨llegi me eelda-
me, et n klassi no˜udlused tulevad n etapil, iga klass saabub tulu kasvavamise
ja¨rjekorras. Olgu klassid nii ja¨rjekorras, et r1 > r2 > . . . > rn. Ehk klass n
saabub esimesel etapil (etapp n), siis saabub klass n − 1 etapil n − 1 kuni
saabub klass 1 viimasel etapil (etapp 1). Kuna klassid ja etapid on u¨ks-u¨heses
seoses, siis ta¨histame mo˜lemad j. Me vaatame no˜udlust ja mahtu diskreets-
etena.
Meie n-klassi u¨lesannet saab lahendada samm-sammult du¨naamiline planee-
rimisega, kus iga sammu muutuja on veel vabade kohtade arv x. Ja¨rgneva
to˜estamiseks la¨heb meil vaja ja¨rgmist vahetulemust.
Lemma 1.2. Kui f1,...,fn on k-argumendiga funktsioonid f1(z1,...,zk),...,
























































Vo˜rratused (1.5) ja (1.6) peavad kehtima u¨hel ajal ehk kehtib vo˜rdus.
Olgu Xj vabade kohtade arv etapi j alguses, kusjuures Xn = N , ja olgu






ri min(ci(Xi),Di)|Xj = x)
va¨a¨rtusfunktsioon etapi j alguses, mis leiab etapi j ja tulevaste etappide
maksimaalse oodatava tulu tingimusel 0 ≤ cj(x) ≤ x. Seega kogu mahu















i (Xi),Di)|Xj = x), ∀x (1.7)
ning iga j ≥ 1 korral kehtib
Vj(x) = max
cj





P (Dj = k)(rj min(cj(x),k) + Vj−1(x−min(cj(x),k))) (1.8)
piirtingimustega
V0(x) = 0, x = 0,1,...,N.
To˜estus. Me na¨itame induktsiooniga, et Lemma 1.3 kehtib.
Baas: j = 1
c∗1(x) = x.
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Kui meil on viimasel etapil kohti veel alles, siis ei ole mo˜istlik neile piirangut
seada, vaid mu¨u¨a ko˜ik piletid antud hinnaga.
Samm: eeldame, et j = m korral kehtib, m ∈ {1,...,n−1}. Na¨itame, et kehtib






ri min(ci(Xi),Di)|Xm+1 = x) =
max
cm+1








ri min(ci(Xi),Di)|Xm+1 = x,Dm+1 = k)P (Dm+1 = k))
Tingimustest Xm+1 = x ja Dm+1 = k saame uue tingimuse
Xm = x−min(cm+1(x),k).
Kuna j = m korral tingimus kehtib ehk maksimum saavutatakse iga x korral
sama komplekti c∗1,...,c
∗












i (Xi),Di)|Xm = x−min(cm+1(x),k))P (Dm+1 = k)] =
max
cm+1
[E(rm+1 min(cm+1(Xm+1),Dm+1)|Xm+1 = x)+
∞∑
k=1
Vm(x−min(cm+1(x),k))P (Dm+1 = k)] =
max
cm+1
[E(rm+1 min(cm+1(x),Dm+1)) + E(Vm(x−min(cm+1(x),Dm+1)))]
Sellega on to˜estatud vo˜rdus (1.8). Nu¨u¨d fikseerime
c∗m+1(x) = max arg max
0≤c≤x
E(rm+1 min(c,Dm+1) + Vm(x−min(c,Dm+1))).
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Saame, et
Vm+1(x) = E[rm+1 min(c
∗






Vm(x−min(c∗m+1(x),k))P (Dm+1 = k).
Kasutades eeldust ja teadmist, et vaadeldava keskva¨a¨rtuse leidmisel vo˜ib
tingimuse Xm = x − min(c∗m+1(x),k) asendada tingimusega (Xm+1 = x) ∧
(Dm+1 = k), saame, et
∞∑
k=0





















i (Xi),Di)|Xm+1 = x)
Va¨a¨rtus c∗j(x), mis maksimiseerib vo˜rduse (1.8) parema poole, annab opti-
maalse mu¨u¨gilimiidi j-nda etapi jaoks juhul, kui etapi alguses on x vaba
kohta.
Kuigi reserveeringu piiride arvutamine staatilisele mudelile ei ole keeruli-
ne, vo˜ib see olla aegano˜udev ja seega tihti kastutatakse hoopis heuristilisi
la¨henemisi. Selliste la¨henemiste eelisteks on lihtsam kasutamine, kiiremad
tulemused ja genereeritud tulud on tihti va¨ga la¨hesed optimaalsetele. Ko˜ige
populaarsemateks la¨henemisteks on Belobaba EMSR-a ja EMSR-b ([3]). Ku-
na mo˜lemad po˜hinevad u¨he allika n-klassilise staatilisel mudelil ja on va¨ga
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sarnased, vaatame la¨hemalt ainult viimast.
Ootatud marginaalne istetulu versioon b, edaspidi EMSR-b (ingl. k. expected
marginal seat revenue - version b), eeliseks verisooni a ees on arvestamine sta-
tistilise keskmistamise efektiga. EMSR-b ka¨sitleb igat etappi kui kahe klassi
u¨lesannet, kus no˜udlusi vaadatakse kahe grupina. Praeguse etapi no˜udlust
vaadakse u¨hena ja tuleviku klasside no˜udlused koondatakse teiseks, kus klas-
si tulu on kaalutud keskmine tulu u¨le ko˜ikide tuleviku klasside.
Vaatame juhtu, kus tahame leida etapil j + 1 reserveeringu piiri yj. Leiame











Ja¨rgmisena leiame reserveeringu piiri j ja kallimate klasside jaoks, yj, Litt-
lewoodi reegli ja¨rgi nii, et




1.2 Mahupo˜hised mudelid tegelikel andmetel
Autoril on vo˜imalus kasutada T-grupp AS kogutud bussiva¨ljumiste infot,
kus on antud 104 va¨ljumist (esmaspa¨ev-neljapa¨ev, august 2015 - jaanuar
2016). Igal va¨ljumisel oli bussis 56 kohta ja on teada ko˜ik mu¨u¨dud piletid
antud va¨ljumistele. Ettevo˜te pakub mitmeid soodustusi ja seega on mitmeid
erinevaid hindu andmestikus, aga iga mu¨u¨dud pilet po˜hineb u¨hele kolmest
baashinnast. Vastavalt baashindadele on piletid kolmest hinnaklassist - oda-
vad, keskmised ja kallid.
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Kuna see teema on uus antud ettevo˜tte jaoks, siis nad on katsetanud mitmete
erinevate reserveeringu piiridega, seega erinevatel va¨ljumisel vo˜ib olla va¨ga
erinev arv odavaid, keskmiseid ja kalleid pileteid. Mo˜nel va¨ljumisel vo˜ib isegi
olla mo˜ni klass a¨ra ja¨etud (na¨iteks jo˜ulude ajal keskmine hinnaklass). Seega
andmed ei ole kogutud sarnastel tingimustel ja mitmed eeldused on ta¨itmata,
sellest hoolimata proovis autor eelnevalt mainitud meetodeid nendel andme-
tel. Kuna me ei tea ta¨pselt klasside no˜udlusi, siis kalli klassi no˜udluseks on
vo˜etud kallite piletite mu¨u¨dud arv, keskmise klassi no˜udluseks on vo˜etud
nii keskmise kui ka kallite piletite mu¨u¨dud arv ja odava klassi no˜udluseks
ko˜ik mu¨u¨dud piletid. Selline la¨henemine on kasutusel, sest ko˜rgem hind ei
ole toonud kaasa mingeid hu¨vesid ja seega ko˜ik, kes ostsid pileti, oleks teinud
seda ka siis, kui hind oleks olnud soodsam. Kuid isegi sellisel la¨henemisel on
lo˜igatud jaotused, sest va¨ljamu¨u¨dud va¨ljumiste korral me ikkagi ei tea tegelik-
ku no˜udlust. Nii saadud no˜udluse andmed on muidugi vastuolus so˜ltumatute
no˜udluste eeldusega, misto˜ttu tuleks neid arvutusi vaadata kui na¨idet, kui-
das sobivate andmete puhul vaadeldud meetodeid reaalsete andmete korral
kasutada.
1.2.1 Littlewoodi reegel
Kahjuks ei ole teada iga pileti tulu, aga eeldusel, et iga pileti kulu on sa-
ma, siis vo˜ime keskmise tulu asemel kasutada hoopis keskmist piletihinda.
Esimese sammuna uurime, mitu kalli klassi piletit peaks reserveerima. Sel-
leks leiame kalli klassi ja odavamate klasside keskmised piletihinnad. Kallis
klassis keskmine pilet on 6,69, odavamates klassides 3,70. Kuna me kalli-
te piletite arvu jaotust ei tea, siis leiame lihtsalt vastava kvantiili. Nendel
andmetel 1 − 3,70
6,69
≈ 0,45 kvantiil on 7 ehk kallite piletite jaoks tuleks re-
serveerida 7 kohta. Ja¨rgmise sammuna jaotame odavamad klassid kaheks -
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odavaks ja keskmiseks. Keskmise klassi keskmine piletihind on 4,47 ja odava
klassi keskmine piletihind on 2,76. Nu¨u¨d tuleb leida admetel 1− 2,76
4,47
≈ 0,38
kvantiil, milleks on 20 ehk keskmise hinnaklassi piletite jaoks tuleks reser-
veerida 20 kohta. Sellest la¨htuvalt saab fikseerida mu¨u¨gireegli, et soodsaid
pileteid mu¨u¨akse kuni ja¨rgi on 7 + 20 = 27 piletit, siis mu¨u¨akse 20 keskmise
hinnaklassi piletit ja viimased 7 kohta on kallite piletitega.
Kasutame sama meetodit uuesti, kuid esmalt jagatame piletid odavateks ja
teisteks, teise sammuna jagadame teised kalliteks ja keskmisteks. Keskmine
odavata piletite hind on 2,76, kahes kallimas grupis keskmine on 5,59. Leiame
1 − 2,76
5,59
≈ 0,51 kvantiili, saame, et odavaid pileteid vo˜ib mu¨u¨a kuni on 23
piletit alles ehk mu¨u¨gis on 23 kallimat piletit. Leidmaks palju pileteid tuleks
mu¨u¨a kalli hinnaga saame, 1 − 4,47
6,69
≈ 0,33 kvantiiliks 4 ehk 23 kallimast
piletist 19 piletit mu¨u¨akse keskmise hinnaga.
1.2.2 n-klassi mudelid
Bussipiletite andmetele rakendame ka n-klassi mudeleid. Esiteks kasutame
ta¨pset la¨henemist ja teiseks vo˜rdleme seda EMSR-b tulemustega.
Ta¨psel la¨henemisel on kasutatud du¨naamilist planeerimist. Esmalt leiame
oodatava tulu kui ko˜ik 1,2,...,56 kohta on kallite piletite jaoks. Ja¨rgmisena
leiame vabadest kohtadest saadava oodatavad tulud, kui meil on kaks hin-
naklassi - keskmine ja kallis, ja neile vastavad kohatade arvud antud hinna-
klassis. Viimase sammuna teeme selle la¨bi ka kolme hinnaklassi korra.
Tulemuste lugemist alustame tabelist 1. Me otsime tabelist suurima ooda-
tava tulu. Na¨eme, et selleks on 206,5, mis saavutatakse kui mu¨u¨gis on 56
kohta ja ollakse no˜us mu¨u¨ma piletid ko˜igis 3 hinnaklassis. Antud tabelist on
vo˜imalik na¨ha ka antud va¨ljumise oodatavaid tulusid, kui mu¨u¨ki pannak-
se mo˜ni va¨iksem arv pileteid. Na¨iteks kui samale va¨ljumisele peaks minema
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Tabel 1: Oodatav tulu
Kohtade Ko˜ik Kallis + Kallis
arv keskmine
1 6,6 6,6 6,6
2 12,7 12,7 12,7
3 18,4 18,4 18,4
4 23,4 23,4 23,4
5 27,9 27,9 27,6
6 32,3 32,3 31,7
7 36,8 36,8 35,6
8 41,3 41,3 39,3
9 45,7 45,7 42,8
10 50,2 50,2 46,1
11 54,6 54,6 49,2
12 59,0 59,0 52,0
13 63,5 63,5 54,5
14 67,9 67,9 56,8
15 72,3 72,3 59,0
16 76,6 76,6 60,9
17 81,0 81,0 62,6
18 85,3 85,3 64,3
19 89,5 89,5 65,9
20 93,8 93,8 67,5
21 98,0 98,0 68,9
22 102,1 102,1 70,2
23 106,2 106,2 71,3
24 110,3 110,3 72,3
25 114,2 114,2 73,3
26 118,1 118,1 74,1
27 121,9 121,9 74,9
28 125,6 125,6 75,6
Kohtade Ko˜ik Kallis + Kallis
arv keskmine
29 129,3 129,3 76,3
30 132,8 132,8 77,0
31 136,2 136,2 77,6
32 139,5 139,5 78,2
33 142,7 142,7 78,8
34 145,7 145,7 79,3
35 148,6 148,6 79,7
36 151,4 151,4 80,0
37 154,2 154,1 80,4
38 157,0 156,7 80,8
39 159,7 159,1 81,2
40 162,5 161,4 81,5
41 165,2 163,6 81,8
42 168,0 165,7 82,2
43 170,7 167,7 82,4
44 173,5 169,5 82,7
45 176,2 171,3 82,9
46 179,0 172,9 83,2
47 181,8 174,5 83,4
48 184,5 176,0 83,5
49 187,3 177,3 83,6
50 190,0 178,7 83,6
51 192,8 179,9 83,7
52 195,5 181,0 83,7
53 198,3 182,1 83,7
54 201,0 183,1 83,7
55 203,8 184,1 83,7
56 206,5 185,0 83,7
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Tabel 2: Vaadeldava klassi mu¨u¨gilimiit so˜ltuvalt vabadest kohtadest
mu¨u¨diperioodi alguses.
Allesja¨a¨nud
kohtade arv Odav Keskmine Kallis
1 0 0 1
2 0 0 2
3 0 0 3
4 0 0 4
5 0 1 5
6 0 2 6
7 0 3 7
8 0 4 8
9 0 5 9
10 0 6 10
11 0 7 11
12 0 8 12
13 0 9 13
14 0 10 14
15 0 11 15
16 0 12 16
17 0 13 17
18 0 14 18
19 0 15 19
20 0 16 20
21 0 17 21
22 0 18 22
23 0 19 23
24 0 20 24
25 0 21 25
26 0 22 26
27 0 23 27
28 0 24 28
Allesja¨a¨nud
kohtade arv Odav Keskmine Kallis
29 0 25 29
30 0 26 30
31 0 27 31
32 0 28 32
33 0 29 33
34 0 30 34
35 0 31 35
36 0 32 36
37 1 33 37
38 2 34 38
39 3 35 39
40 4 36 40
41 5 37 41
42 6 38 42
43 7 39 43
44 8 40 44
45 9 41 45
46 10 42 46
47 11 43 47
48 12 44 48
49 13 45 49
50 14 46 50
51 15 47 51
52 16 48 52
53 17 49 53
54 18 50 54
55 19 51 55
56 20 51 56
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buss, kus on ainult 35 kohta, siis oodatav tulu oleks 148,6.
Tabelist 2 na¨eme, kuidas sellist tulu saada ehk mitu piletit on lubatud mu¨u¨a
igas hinnaklassis. Alustame samast kohast, kust eelmises tabelis leidsime
maksimaalse tulu. Ehk 56 kohaga bussi jaoks vaatame rida, kus allesja¨a¨nud
kohtade arvuks on 56. Na¨eme, et odavatele piletitele tuleb ja¨tta 20 kohta.
Kui me oleme mu¨u¨nud need 20 kohta odavale klassile, on meil alles 36 pi-
letit. Nu¨u¨d po¨o¨rame pilgu reale, kus on allesja¨a¨nud kohtade arv 36. Na¨eme,
et ja¨rgmisena peaksime mu¨u¨ma 32 piletit keskmisele ja u¨leja¨a¨nud 4 kohta
hoidma kallile klassile.
Kui ja¨tkata na¨itega, kus oli bussis ainult 35 kohta, siis vaatamegi rida, kus
on allesja¨a¨nud kohtade arvuks 35. Maksimaalse oodatava tulu jaoks me ei
saa mu¨u¨a u¨htegi kohta odava hinnaga. Me mu¨u¨me kuni 31 piletit keskmise
hinnaga ja u¨leja¨a¨nud 4 kohta kalli hinnaga. Nii saabki na¨ha tabelist 1 maksi-
maalset oodatavat tulu, kui alles on i = 1,...,56 kohta, ning tabelist 2 kohtade
jaotus antud tulu saamiseks.
ESMR-b la¨henemisega leiame esmalt kallite piletite limiidi. Leitud 1− 4,47
6,69
=
0,33 kvantiiliks on 4 ehk kallitele piletitele peaks reserveerima 4 kohta. Ja¨rg-
misena leiame keskmise ja kalli hinnaklassi keskmise piletihinna, milleks on
5,59. Leiame 1 − 2,76
5,59
= 0,51 kvantiili, keskmisele hinnaklassile tuleb reser-
veerida 23 kohta. Siit saame, et soodsaid pileteid vo˜ib mu¨u¨a kuni ja¨rgi on
23+4 = 27 piletit. Need tulemused on va¨ga sarnased Littlewoodi reegli po˜hjal
saadud tulemustega. Kuigi ta¨pne ja heuristiline la¨henemine ja¨tavad kallitele
piletitele 4 kohta, siis keskmiste hindadega piletite arvud erinevad suhtelist
palju.
Siin kohal tuletame meelde, et andmed ei vasta ko˜igile mudeli eeldustele,
seega tulemused ei pruugi kirjeldada tegelikku olukorda.
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2 Hinnapo˜hine tulude optimiseerimine
Kui mahupo˜hine tulude optimiseerimine tegeleb mahu jaotamisega fiksee-
ritud hinndadega klasside vahel, siis hinnapo˜hine la¨henemine vo˜tab hinda
po˜himuutujana ehk iga klient vo˜ib saada toote erineva hinnaga.
2.1 Du¨naamiline hinnastamine
Vaatame ainult u¨he toote vo˜i teenuse hinnastamist. Meil on u¨ks hinnaotusus
igal perioodil t, ta¨histatud rt, mis vastab no˜udlusele Dt(rt). Me eeldame, et
erinevate perioodide no˜udlused on omavahel so˜ltumatud ning on jaotusega,
mille parameetrid so˜ltuvad perioodist ja perioodi alguses valitud hinnatase-
mest. Lisaks eeldame, et iga perioodi no˜udluse keskva¨a¨rtus kahaneb hinna
kasvades.
Me hindame iga perioodi t no˜udluse funktsiooni Dt(rt) ja kasutame antud
to¨o¨s kahte la¨henemist. Esimesena vaatleme ku¨simust, kuidas toodud info kor-
ral valida parimaid hindu staatilise mudeli rakendamiseks, st otsime sellised
hindu r1,...,rn, mille korral on vo˜imalik saada suurimat tulu. Kuna iga hinna-
komplekti korral saame staatilise mudeliga arvutada parimad reserveeringu
piirid ning leida neile vastava maksimaalse oodatava tulu, taandub parima
hinnakomplekti leidmine sel juhul n muutuja funktsiooni maksimiseerimise
u¨lesandele.
Teine la¨henemine vastab vo˜imalusele iga perioodi alguses valida hinda vasta-
valt sellele, kui palju kohti on vaadeldava perioodi alguseks ja¨rgi ja¨a¨nud. Osu-
tub, et sel juhul on u¨lesanne lahenduv analoogselt n perioodi du¨naamilise pla-
neerimise u¨lesandele, kuid maksimiseerimine toimub nu¨u¨d u¨le ko˜ikvo˜imalike
funktsioonide rt(x), ct(x), kus rt(x) on perioodi jaoks kehtestatud hind ju-
hul, kui perioodi alguses on x vaba kohta nind ct(x) on selle perioodi jaoks
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kehtestatav mu¨u¨gilimiit.
2.2 Hinnapo˜hine tulude optimeerimine tegelikel and-
metel
Kuna meil on suhteliselt va¨he va¨ljumisi, siis siin peatu¨kis kasutame ka kont-
rollru¨hma andmeid. Kontrollru¨hmaks on 121 va¨ljumist (esmaspa¨ev-neljapa¨ev,
jaanuar-juuli 2015), mil ko˜ik piletid olid mu¨u¨dud u¨he baashinnaga.
2.2.1 No˜udluste hindamine
Kuna tegelikes andmetes on suhteliselt va¨he va¨ljumisi, siis vo˜tsime meetodi
katsetamiseks vaatluse alla ainult kolm perioodi, mil pileteid mu¨u¨di:
• periood 1 - kuni 6 tundi enne va¨ljumist
• periood 2 - 6 kuni 36 tundi enne va¨ljumist
• periood 3 - rohkem kui 36 tundi enne va¨ljumist.
Igal perioodil vaatasime ainult selliseid va¨ljumisi, kui kogu periood oli mu¨u¨dud
u¨he hinnaga. Na¨iteks, kui vahemikus 6-36 tundi enne va¨ljumist hind ei muu-
tunud, siis vo˜tsime antud va¨ljumise arvesse, aga kui sel vahemikul oli hind
muutunud, siis ja¨tsime antud va¨ljumise analu¨u¨sist va¨lja.
Selleks, et saada iga perioodi jaoks andmeid va¨hemalt kahele mu¨u¨gihinnale
vastavate no˜udluste kohta, vo˜tame appi kontrollru¨hma. Sellise la¨henemisega
sai esimesele perioodile kahe hinnaga no˜udlused, teisele perioodile kolme hin-
naga no˜udlused ja viimasele perioodile ka kahe hinnaga no˜udlused.
Me eeldame, et no˜udlused on Poissoni jaotusega, mille parameeter λ so˜ltub
pileti hinnast λ = λ(r). Lisaks eeldame, et see seos hinnaga on λ(r) =
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λ0 + λ1 · r ehk
Dt(r) ∼ Po(λt0 + λt1 · r).
Kuna meil on igal perioodil va¨hemalt 2 hinnaga no˜udlused teada, saame
hinnata iga perioodi jaoks parameetrid λt0 ja λt1 suurima to˜epa¨ra meetodiga.
Tulemuseks saame
D3(r) ∼ Po(λ(r) = 44,26− 3,57r), r ∈ [0, 11,26
3,57
),
D2(r) ∼ Po(λ(r) = 5,11− 0,21r), r ∈ [0, 5,11
0,21
),




Antud peatu¨kis proovime kahte la¨henemist.
Esmalt me leiame no˜udlusele vastavad optimaalsed hinnad, mis maksimi-
seerivad oodatava tulu tingimusel r3 ≤ r2 ≤ r1. Tulemuseks on r3 = 4,49,
r2 = 6,47 ja r1 = 6,47, kus r2 ja r3 erinevus on kaugemal komakohtdes. Nu¨u¨d
kasutame n-klassi staatilist mudelit, kuid seekord kasutame leitud no˜udluste
jaotusi mitte andmetelt saadud kvantiile. Leiame oodatavad tulud ning nen-
dele vastavad kohtade jaotused, mille tabelid on na¨ha Lisas 1.
Me na¨eme, et maksimaalne oodatav tulu 56 kohase bussi kohta oleks 173,34.
Selle saavutamiseks mu¨u¨me pileteid hinnaga 4,49 kuni 36 tundi enne va¨ljumist,
kuid mitte rohkem kui 27. Seega hinna muutus toimub, kui on mu¨u¨dud 27
piletit vo˜i va¨ljumiseni on ja¨a¨nud ainult 36 tundi, olenevalt kumb su¨ndmus
enne juhtub. Edasi mu¨u¨me pileteid hinnaga 6,47.
Kui me vo˜tame la¨henemise, kus me leiame iga perioodi ja iga allesja¨a¨nud
kohtade arvu jaoks optimaalse hinna, siis saame natuke teistsugused tulemu-
sed. Antud la¨henemises oleme ja¨lle kasutanud du¨naamilist planeerimist, kuid
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Tabel 3: Oodatav tulu, kui leiame iga vabade kohtade arvu jaoks optimaalsed
hinnad.
Kohtade Ko˜ik Periood Periood
arv 1-2 1
1 15,87 15,87 13,44
2 28,17 28,17 21,45
3 38,91 38,91 31,24
4 48,80 48,80 40,47
5 58,16 58,16 49,17
6 67,08 67,07 57,36
7 75,57 75,53 65,04
8 83,65 83,51 72,24
9 91,34 91,04 78,97
10 98,63 98,12 85,25
11 105,53 104,76 91,08
12 112,05 110,96 96,48
13 118,20 116,75 101,46
14 123,98 122,13 106,03
15 129,40 127,11 110,20
16 134,47 131,71 114,00
17 139,20 135,93 117,42
18 143,59 139,78 120,50
19 147,64 143,28 123,24
20 151,38 146,45 125,65
21 154,81 149,29 127,77
22 157,94 151,81 129,59
23 160,77 154,05 131,15
24 163,33 156,00 132,47
25 165,61 157,69 133,56
26 167,64 159,13 134,45
27 169,42 160,35 135,15
28 170,98 161,36 135,70
Kohtade Ko˜ik Periood Periood
arv 1-2 1
29 172,32 162,18 136,12
30 173,46 162,84 136,43
31 174,41 163,36 136,65
32 175,20 163,76 136,80
33 175,85 164,05 136,90
34 176,36 164,27 136,97
35 176,76 164,42 137,01
36 177,07 164,53 137,04
37 177,30 164,60 137,05
38 177,46 164,64 137,06
39 177,58 164,67 137,06
40 177,66 164,69 137,07
41 177,72 164,70 137,07
42 177,76 164,70 137,07
43 177,78 164,71 137,07
44 177,79 164,71 137,07
45 177,80 164,71 137,07
46 177,81 164,71 137,07
47 177,81 164,71 137,07
48 177,81 164,71 137,07
49 177,81 164,71 137,07
50 177,81 164,71 137,07
51 177,81 164,71 137,07
52 177,81 164,71 137,07
53 177,81 164,71 137,07
54 177,81 164,71 137,07
55 177,81 164,71 137,07
56 177,81 164,71 137,07
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Tabel 4: Vaadeldava klassi mu¨u¨gilimiit so˜ltuvalt vabadest kohtadest
mu¨u¨diperioodi alguses ja optimaalsest hinnast.
Allesja¨a¨nud Periood Periood Periood
kohtade arv 3 2 1
1 0 1 1
2 0 2 2
3 0 3 3
4 0 4 4
5 0 5 5
6 1 6 6
7 1 7 7
8 2 8 8
9 2 9 9
10 3 10 10
11 3 11 11
12 4 12 12
13 5 12 13
14 5 13 14
15 6 14 15
16 6 15 16
17 7 16 17
18 8 17 18
19 8 18 19
20 9 19 20
21 10 20 21
22 10 22 22
23 11 22 23
24 11 22 24
25 12 25 25
26 13 22 26
27 14 23 27
28 14 22 28
Allesja¨a¨nud Periood Periood Periood
kohtade arv 3 2 1
29 15 22 29
30 16 23 30
31 16 23 31
32 17 22 32
33 18 23 33
34 19 25 34
35 20 23 35
36 21 27 36
37 21 27 37
38 22 24 38
39 25 26 39
40 23 23 40
41 25 24 41
42 24 23 42
43 26 24 43
44 26 26 44
45 25 24 45
46 26 24 46
47 26 24 47
48 25 25 48
49 25 23 49
50 24 27 50
51 24 25 51
52 24 24 52
53 27 23 53
54 24 25 54
55 24 24 55
56 26 27 56
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Tabel 5: Vaadeldava klassi hind so˜ltuvalt vabadest kohtadest mu¨u¨diperioodi
alguses.
Allesja¨a¨nud Periood Periood Periood
kohtade arv 3 2 1
1 0,00 18,00 11,86
2 0,00 16,56 11,04
3 0,00 15,84 10,77
4 0,00 15,45 10,52
5 0,00 15,20 10,27
6 8,94 14,98 10,03
7 8,72 14,75 9,80
8 8,54 14,52 9,58
9 8,33 14,29 9,36
10 8,14 14,07 9,15
11 7,95 13,85 8,94
12 7,76 13,63 8,74
13 7,57 13,42 8,55
14 7,39 13,22 8,36
15 7,21 13,02 8,17
16 7,03 12,82 7,99
17 6,86 12,64 7,82
18 6,69 12,45 7,66
19 6,53 12,28 7,50
20 6,36 12,11 7,35
21 6,21 11,95 7,20
22 6,06 11,79 7,07
23 5,91 11,64 6,94
24 5,77 11,50 6,82
25 5,64 11,37 6,71
26 5,51 11,25 6,62
27 5,38 11,13 6,53
28 5,27 11,03 6,45
Allesja¨a¨nud Kuni 6-36 kuni
kohtade arv 36 tundi tundi 6 tundi
29 5,16 10,94 6,39
30 5,06 10,85 6,34
31 4,97 10,78 6,29
32 4,88 10,72 6,26
33 4,81 10,67 6,24
34 4,74 10,63 6,22
35 4,69 10,60 6,21
36 4,64 10,58 6,20
37 4,60 10,56 6,19
38 4,57 10,55 6,19
39 4,55 10,54 6,19
40 4,53 10,53 6,19
41 4,51 10,53 6,19
42 4,50 10,53 6,19
43 4,50 10,52 6,19
44 4,49 10,52 6,19
45 4,49 10,52 6,19
46 4,49 10,52 6,19
47 4,49 10,52 6,19
48 4,49 10,52 6,19
49 4,49 10,52 6,19
50 4,49 10,52 6,19
51 4,49 10,52 6,19
52 4,49 10,52 6,19
53 4,49 10,52 6,19
54 4,49 10,52 6,19
55 4,49 10,52 6,19
56 4,49 10,52 6,19
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nu¨u¨d leiame igal sammul mu¨u¨gi piirile lisaks ka optimaalse hinna. Tabelist 3
na¨eme, et 56 kohaga bussi oodatav tulu on 177,81, mis on natuke ko˜rgem kui
eelmise la¨henemise tulemus. Tulude tabelile vastavaid mu¨u¨gilimiite na¨eme
tabelis 4 ja vastavaid hindu tabelis 5. Tulu 177,81 saamiseks me mu¨u¨me hin-
naga 4,49 26 piletit vo˜i kuni on va¨ljumiseni ja¨a¨nud 36 tundi. Kui ko˜ik 26
piletit on mu¨u¨dud varem, kui 36 tundi enne va¨ljumist, siis ja¨tkame mu¨u¨ki
piletihinnaga 10,85. Kui mu¨u¨sime va¨hem, siis vaatame tabelist 4 ja 5 ja¨rele
ja¨a¨nud kohtade jaoks uue mu¨u¨gilimiidi ja hinna. Hinnaga 10,85 mu¨u¨me pi-
leteid, kuni va¨ljumiseni on 6 tundi vo˜i selle hinnaga on mu¨u¨dud 23 piletit.
Kui ko˜ik 23 piletit said mu¨u¨dud ajal kui va¨ljumiseni oli rohkem kui 6 tundi,
siis viimased 7 piletit mu¨u¨akse hinnaga 9,80. Aga na¨iteks kui va¨ljumiseni on
ja¨a¨nud ainult 6 tundi ja meil on ja¨rel 16 piletit, siis nende hinnaks on 7,99.
Nii saab vaadata vastava kohtade jaotuse ja hinna iga ja¨releja¨a¨nud kohtade
arvu jaoks.
U¨ldine reegel 56 kohaga bussile oleks, et me mu¨u¨me pileteid hinnaga 4,49,
kuni va¨ljumiseni on ja¨a¨nud 36 tundi vo˜i mu¨u¨dud on 26 piletit. Siis vaatame
palju kohti on veel vabad ja sellest la¨htuvalt leiame ja¨rgmise pileti hinna ja
mu¨u¨gi piiri (mo˜lemas tabelis veerg “Periood 2”). Kui va¨ljumiseni on ja¨a¨nud
6 tundi vo˜i pileteid on mu¨u¨dud reserveeringu piirini, siis vaatame viimase
hinna, millega viimased pileteid mu¨u¨a (veerg “Periood 1”).
Paneme ta¨hele, et tabelis 4 vo˜ib tunduda arusaamatu, miks veergudes “Pe-
riood 3” ja “Periood 2” kohtade arv suurte arvu vabade kohtade olemasolul
ko˜igub, kuid see on seletatav sellega, et vaadeldaval juhul on optimaalsed
mu¨u¨gimimiidid nii suured, et vaadeldaval perioodil piiri saavutamise to˜ena¨osus
on a¨a¨rmiselt va¨ike. Sellisel juhul on aga piiri va¨iksel muutmisel mo˜ju ooda-
tavale tulule nii va¨ikesed, et rolli hakkavad ma¨ngima juhuslikult tekkivad
arvutusvead, mis on tingitud arvutites arvude esitamise lo˜plikust ta¨psusest.
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Samuti vo˜ib ja¨a¨da arusaamatuks, miks tabelis 5 veeru “Periood 2” hinnad
on kallimad kui viimase perioodi hinnad. See tuleneb no˜udluse jaotusest,
mis on hinnatud tegelikelt andmetelt. Samas igas veerus hindade muutus on
loogiline. Va¨heste vabade kohtade korral on hinnad kallimad.
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Kokkuvo˜te
Ka¨esolevas magistrito¨o¨s tutvustati u¨he ressursiga tulude optimiseerimise mee-
todeid. Eesma¨rgiks oli tutvustada meetodeid, mida saab kasutada u¨he toote
vo˜i teenuse hinnastamisel.
Esimeses peatu¨kis vaadatakse mahupo˜hist optimiseerimist. Seal on la¨hemalt
vaadatud Littlewoodi reeglit, mida kasutatakse kui on kaks hinnaklassi. Kui
on n ≥ 2, siis saab kasutada ta¨pset la¨henemist, mis kasutab du¨naamilist pla-
neerimist, vo˜i heuristilist la¨henemist, mis on Littlewoodi reegli edasiarendus.
Teises peatu¨kis vaadatakse hinnapo˜hist optimiseerimist. Siin leitakse igale
perioodile optimaalne hind, mis maksimiseerib oodatava tulu. Optimaalsete
hindade leidmisel kasutatakse esimeses peatu¨kis tutvustatud n-klassi ta¨pset
mudelit vo˜i selle edasiarendust.
To¨o¨s ka¨sitletud meetodeid on rakendatud tegelikel bussipiletite mu¨u¨gi and-
metel.
Antud to¨o¨d saab edasi arendada teoreetiliselt, kui la¨hemalt uurida u¨lemu¨u¨mist
vo˜i mitme ressursiga tulude optimiseerimist, vo˜i praktiliselt, kui tegeleda
andmete kogumisega nii, et vaadeldud mudelites vajaminev statistiline infor-
matsioon oleks andmetes olemas.
30
Kasutatud kirjandus
[1] Littlewood, Ken. 2005. Forcasting and control of passenger bookings.
Journal of Revenue and Pricing Management. Vol 4, No.2, 111-123
[2] Talluri, Kalyan T. & Van Ryzin, Garrett J. 2005. The Theory and Prac-
tice of Revenue Management. Boston: Kluwer Academic Publishers.
[3] Wikipedia. 2015. Expected marginal seat revenue. [Internet]. Saadaval:
https://en.wikipedia.org/wiki/Expected marginal seat revenue [Alla-
laetud 1.detsember 2015].
[4] Wikipedia. 2015. Littlewood’s Rule. [Internet]. Saadaval:




Lisa 1. Perioodi optimaalse hinnaga saadud tulemused
Tabel 6: Oodatav tulu, kui kasutada perioodi optimaalseid hindu.
Kohtade Ko˜ik Kallis + Kallis
arv keskmine
1 6,47 6,47 6,47
2 12,94 12,94 12,94
3 19,41 19,41 19,41
4 25,88 25,88 25,88
5 32,35 32,35 32,35
6 38,82 38,82 38,82
7 45,29 45,29 45,29
8 51,76 51,76 51,75
9 58,23 58,23 58,22
10 64,69 64,69 64,67
11 71,16 71,16 71,10
12 77,62 77,62 77,49
13 84,07 84,07 83,82
14 90,49 90,49 90,02
15 96,87 96,87 96,05
16 103,18 103,18 101,84
17 109,38 109,38 107,30
18 115,43 115,43 112,36
19 121,25 121,25 116,95
20 126,80 126,80 121,01
21 131,99 131,99 124,51
22 136,77 136,77 127,45
23 141,09 141,09 129,85
24 144,92 144,90 131,76
25 149,59 148,20 133,23
26 153,81 150,98 134,33
27 157,55 153,27 135,13
28 160,80 155,11 135,70
Kohtade Ko˜ik Kallis + Kallis
arv keskmine
29 163,57 156,55 136,09
30 165,87 157,65 136,35
31 167,75 158,47 136,52
32 169,24 159,07 136,63
33 170,40 159,49 136,69
34 171,28 159,78 136,73
35 171,93 159,98 136,75
36 172,41 160,11 136,77
37 172,75 160,19 136,77
38 172,98 160,25 136,78
39 173,14 160,28 136,78
40 173,25 160,30 136,78
41 173,32 160,31 136,78
42 173,36 160,32 136,78
43 173,39 160,32 136,78
44 173,41 160,32 136,78
45 173,42 160,32 136,78
46 173,42 160,32 136,78
47 173,42 160,32 136,78
48 173,43 160,32 136,78
49 173,43 160,32 136,78
50 173,43 160,32 136,78
51 173,43 160,32 136,78
52 173,43 160,32 136,78
53 173,43 160,32 136,78
54 173,43 160,32 136,78
55 173,43 160,32 136,78
56 173,43 160,32 136,78
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Tabel 7: Vaadeldava klassi mu¨u¨gilimiit so˜ltuvalt vabadest kohtadest
mu¨u¨diperioodi alguses, kui kasutatud on perioodi optimaalseid hindu.
Allesja¨a¨nud
kohtade arv Odav Keskmine Kallis
1 0 0 1
2 0 0 2
3 0 3 3
4 0 4 4
5 0 5 5
6 0 6 6
7 0 7 7
8 0 8 8
9 0 9 9
10 0 10 10
11 0 11 11
12 0 12 12
13 0 13 13
14 0 14 14
15 0 15 15
16 0 16 16
17 0 17 17
18 0 18 18
19 0 19 19
20 0 20 20
21 0 21 21
22 0 22 22
23 0 23 23
24 24 24 24
25 25 25 25
26 26 26 26
27 27 27 27
28 27 28 28
Allesja¨a¨nud
kohtade arv Odav Keskmine Kallis
29 27 29 29
30 27 29 30
31 27 29 31
32 27 29 32
33 27 29 33
34 27 29 34
35 27 29 35
36 27 29 36
37 27 29 37
38 27 29 38
39 27 29 39
40 27 30 40
41 27 30 41
42 27 30 42
43 27 30 43
44 27 30 44
45 27 30 45
46 27 30 46
47 27 30 47
48 27 30 48
49 27 30 49
50 27 30 50
51 27 30 51
52 27 30 52
53 27 30 53
54 27 30 54
55 27 30 55
56 27 30 56
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Lisa 2.R kood
###Mahup6hised s t a a t i l i s e d mudelid
##Andmed
#andmed a l a t e s a u gu s t i s t 2015
a lg<−read . csv ( ”C:/Magister/andmed/andmed baashinnaga . csv ” , sep=” ; ” ,
s t r i ng sAsFac to r s=FALSE, sk ip =5549)
names( a l g )<−c ( ” tehingu aeg” , ” r e i s i v2 l jumi se aeg” , ”n2dalap2ev” ,
” soodusk l a s s ” , ” l i s a s o odu s t u s ” , ” baashind” ,
”hind r e i s i j a p 6 h i s e soodustusega ” , ”hind” , ”kohtade arv bu s s i s ” )
a lg<−a lg [ a l g$n2dalap2ev !=5 , ] #reede v2 l j a , s e s t e r inev t 2 i t u vu s
andmed<−data . frame ( table ( a l g$ r e i s i v2 l jumi se aeg , a l g$baashind ) )
andmed<− andmed [ andmed$Var2 !=8 , ] #hinnad kui o l i a i n u l t 1 k l a s s
#104 v2 l j um i s t
#Keskmised p i l e t i h i nnad
r1=mean( a l g$hind [ a l g$baashind==9]) #6.685868 #Ka l l i s h innak la s s
r2=mean( a l g$hind [ a l g$baashind==7]) #4.466614 #Keskmine
r3=mean( a l g$hind [ a l g$baashind==5]) #2.755747 #Odav
r4=mean( a l g$hind [ a l g$baashind !=9 ] ) #3.697584 #Keskmine ja odav
r5=mean( a l g$hind [ a l g$baashind !=5 ] ) #5.589674 #Keskmine ja k a l l i s
#N6udlused
x1<−andmed$Freq [ andmed$Var2==9] #Ka l l i t e p i l e t i t e n6udlus
x2<−andmed$Freq [ andmed$Var2==7]+x1 #Keskmiste p i l e t i t e n6udlus
x3<−andmed$Freq [ andmed$Var2==5]+x2 #Odavate p i l e t i t e n6udlus
##Li t t l ewood i r e e g e l
#Ka l l i s vs t e i s e d
sort ( x1 )[(1− r4/r1 )∗104 ] #7 kohta
#Keskmine vs odav
sort ( x2 )[(1− r3/r2 )∗104 ] #20 kohta
#Teised vs odav
sort ( x2 )[(1− r3/r5 )∗104 ] #23 kohta
#Ka l l i s vs keskmine
sort ( x1 )[(1− r2/r1 )∗104 ] #4 kohta
##n−k l a s s i t2pne l2henemine
x<−cbind ( x3 , x2 , x1 )




t ab e l i d<−function ( r , x , n ,N){
c=matrix (0 ,N+1,n)
V=c
c [ , n]=c ( 0 :N)
for ( i in 1 :N){
V[ i +1,n]=V[ i , n]+ r [ n ] ∗sum( x [ , n]>=i )/length ( x [ , n ] )
}
for ( j in 1 : ( n−1)){
for ( i in 1 :N){
klass ikasum<−rep (0 , i +1)
k lass ikasum [ 1 ]<−V[ i +1,n−j +1]
for ( k in 1 : i ){
for (m in 0 : ( k−1)){
klass ikasum [ k+1]=klass ikasum [ k+1]+( r [ n−j ]∗m+V[ i+1−m, n−j +1])
∗sum( x [ , n−j ]==m)/length ( x [ , n−j ] )
}
klass ikasum [ k+1]=klass ikasum [ k+1]+( r [ n−j ]∗k+V[ i+1−k , n−j +1])
∗sum( x [ , n−j ]>=k)/length ( x [ , n−j ] )
}
V[ i +1,n−j ]=max( k lass ikasum )
c [ i +1,n−j ]=(which( k lass ikasum==max( k lass ikasum )) −1) [ 1 ]
}
}
return ( l i s t (c ,V) )
}
abi=t ab e l i d ( r , x , n ,N)
#t a b e l i t e esimene r ida o l e k s s i i s ku i o l e k s 0 kohta ja
# rida 57 on s i i s ku i o l e k s 56 kohta a l l e s .
c=abi [ [ 1 ] ] #kohtade arvud
V=abi [ [ 2 ] ] #oodatav t u l u
##EMSR−b
#Ka l l i s vs keskmine
sort ( x1 )[(1− r2/r1 )∗104 ] #4
#Kesk vs odav
sort ( x2 )[(1− r3/r5 )∗104 ] #23
##Hinnap6hi l ine s t a a t i l i n e mudel
##andmed , kus on arvutatud aeg v2 l j umi sen i (h )
a lg2<−read . csv ( ”C:/Magister/andmed/baashind aeg . csv ” , sep=” ; ” ,
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s t r i ng sAsFac to r s=FALSE)
names( a lg2 )<−c ( ” tehingu aeg” , ” r e i s i v2 l jumi se aeg” , ”n2dalap2ev” , ” baashind” ,
”hind” , ”aeg enne h” )
##andmed , kus op t im i s e e r im i s t v e e l e i olnud
a lg3<−read . csv ( ”C:/Magister/andmed/baashind8 aeg . csv ” , sep=” ; ” ,
s t r i ng sAsFac to r s=FALSE)
names( a lg3 )<−c ( ” tehingu aeg” , ” r e i s i v2 l jumi se aeg” , ” baashind” , ”hind” ,
”aeg enne h” )
##N6udluste le idmine
andmed2<−data . frame ( table ( a lg2$ r e i s i v2 l jumi se aeg , a lg2$baashind ) )
## Lisan antud h innak l a s s i esimese ja vi imase p i l e t os tmisa ja
for ( i in 1 :dim( andmed2 ) [ 1 ] ) {
andmed2$max aeg [ i ]<−max( a lg2$aeg enne h [ a lg2$ r e i s i v2 l jumi se aeg=
=andmed2$Var1 [ i ] & a lg2$baashind==andmed2$Var2 [ i ] ] )
andmed2$min aeg [ i ]<−min( a lg2$aeg enne h [ a lg2$ r e i s i v2 l jumi se aeg=
=andmed2$Var1 [ i ] & a lg2$baashind==andmed2$Var2 [ i ] ] )
}
##Puuduvate v22 r tu s t e asendamine
andmed2$max aeg [ andmed2$Var1 %in% c ( ”14DEC15 : 1 2 : 0 0 : 0 0 ” , ”15DEC15 : 1 2 : 0 0 : 0 0 ” ,
”23DEC15 : 1 2 : 0 0 : 0 0 ” , ”24DEC15 : 1 2 : 0 0 : 0 0 ” ) & andmed2$Var2==7]<−−3
andmed2$max aeg [ andmed2$Var1==”04NOV15: 1 2 : 0 0 : 0 0 ” & andmed2$Var2==9]<−−3
andmed2$min aeg [ andmed2$Var1 %in% c ( ”14DEC15 : 1 2 : 0 0 : 0 0 ” , ”15DEC15 : 1 2 : 0 0 : 0 0 ” ,
”23DEC15 : 1 2 : 0 0 : 0 0 ” , ”24DEC15 : 1 2 : 0 0 : 0 0 ” ) & andmed2$Var2==7]<−1000
andmed2$min aeg [ andmed2$Var1==”04NOV15: 1 2 : 0 0 : 0 0 ” & andmed2$Var2==9]<−−3
##Iga l e p e r i o o d i l e vas tavad n6udlused ( h innas t l 2 h t u v a l t )
andmed2 [ andmed2$max aeg>6 & andmed2$Var2==9,]
andmed2 [ andmed2$min aeg<6 & andmed2$max aeg>36 & andmed2$Var2==9,]
andmed2 [ andmed2$min aeg<6 & andmed2$max aeg>36 & andmed2$Var2==7,]
andmed2 [ andmed2$min aeg<6 & andmed2$max aeg>36 & andmed2$Var2==5,]
andmed2 [ andmed2$max aeg<36 & andmed2$Var2==5,]
#Perioodide ja hinna j 2 r g i n6udlused
x0 1=c (31 ,37 , 32 , 4 , 1 , 33 , 22 , 3)
x6 2=c (6 , 4 , 10 ,2)
x6 3=c ( 1 , 3 , 2 , 3 , 6 , 9 , 1 2 , 12 , 7 , 5 , 3 , 4 , 2 , 4 , 2 , 3 , 7 , 3 , 7 , 3 , 2 , 1 , 9 , 8 , 5 , 4 , 1 ,
1 , 7 , 10 , 4 , 1 , 5 , 6 , 3 , 6 , 3 , 8 , 2 , 5 , 5 , 1 , 5 , 0 )
abi<−a lg2 [ a lg2$baashind==5 & a lg2$aeg enne h>36 ,]
x36 3=c (data . frame ( table ( ab i$ r e i s i v2 l jumi se aeg ) )$Freq , 0 , 0 , 0 , 0 )
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#2015 aasta a lgus , op t im i s e e r im i s t e i kasuta tud
length (unique ( a lg3$ r e i s i v2 l jumi se aeg ) ) #121 v2 l j um i s t
abi<−a lg3 [ a lg3$aeg enne h>36 ,]
x36 4=c (data . frame ( table ( ab i$ r e i s i v2 l jumi se aeg ) )$Freq , rep ( 0 , 34 ) )
abi<−a lg3 [ a lg3$aeg enne h<=36 & a lg3$aeg enne h>6 ,]
x6 4=c (data . frame ( table ( ab i$ r e i s i v2 l jumi se aeg ) )$Freq , rep ( 0 , 6 ) )
abi<−a lg3 [ a lg3$aeg enne h<=6,]
x0 4=data . frame ( table ( ab i$ r e i s i v2 l jumise aeg ) )$Freq
#Keskmine p i l e t i h i n d kon t ro l l r yhma l
r0=mean( a lg2$hind ) #4.771484
##Per iood ide l vas tavad t a b e l i d
Periood1=rbind (cbind ( x0 1 , r1 ) , cbind ( x0 4 , r0 ) )
Periood2=rbind (cbind ( x6 4 , r0 ) , cbind ( x6 2 , r2 ) , cbind ( x6 3 , r3 ) )
Periood3=rbind (cbind ( x36 3 , r3 ) , cbind ( x36 4 , r0 ) )
## Eeldus : n6udlused on Poissoni j ao tusega Po( lambda ( r)=lambda0+lambda1∗r )
##Suurima t6ep2ra hinnang
STP <− function ( tabe l , par ) {
lambda0 <− par [ 1 ]
lambda1 <− par [ 2 ]
lambda <− lambda0 + lambda1 ∗ t abe l [ , 2 ]
tp <− −sum(dpois ( t abe l [ , 1 ] , lambda , log = TRUE) )
return ( tp )
}
lambda0 <− abs (rnorm ( 1 ) )
lambda1 <− abs (rnorm ( 1 ) )
par <− c ( lambda0 , lambda1 )
D1 <− optim(par = par , fn = STP, tabe l = Periood1 )
D1$par #44.30604 −3.58039
D2 <− optim(par = par , fn = STP, tabe l = Periood2 )
D2$par #5.2538909 −0.2496463
D3 <− optim(par = par , fn = STP, tabe l = Periood3 )
D3$par #5.8423495 −0.6511777
#parameetr i t e t a b e l
D<−rbind (D1$par ,D2$par , D3$par )
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###Si in n on per iood ide arv
n=3
N=56
##parimate hinnade le idmine
hinnad<−function ( a l g ){
r<−c ( a l g [ 1 ] ˆ 2 , a l g [1 ]ˆ2+ a lg [ 2 ] ˆ 2 , a l g [1 ]ˆ2+ a lg [2 ]ˆ2+ a lg [ 3 ] ˆ 2 )
V=matrix (0 ,N+1,n)
for ( i in 1 :N){
V[ i +1,n]=V[ i , n]+ r [ n ] ∗(1−ppois ( i −1, lambda=D[ 1 ,1 ]+D[ 1 , 2 ] ∗ r [ n ] ) )
}
for ( j in 1 : ( n−1)){
for ( i in 1 :N){
klass ikasum<−rep (0 , i +1)
k lass ikasum [ 1 ]<−V[ i +1,n−j +1]
for ( k in 1 : i ){
for (m in 0 : ( k−1)){
klass ikasum [ k+1]=klass ikasum [ k+1]+( r [ n−j ]∗m+V[ i+1−m, n−j +1])∗
(dpois (m, lambda=D[ j +1 ,1]+D[ j +1 ,2]∗ r [ n−j ] ) )
}
klass ikasum [ k+1]=klass ikasum [ k+1]+( r [ n−j ]∗k+V[ i+1−k , n−j +1])∗
(1−ppois ( i −1, lambda=D[ j +1 ,1]+D[ j +1 ,2]∗ r [ n−j ] ) )
}





a lg<−c ( 2 , 1 . 5 , 1 )
tulemus<−optim(par = alg , fn = hinnad )
opt r<−c ( tulemus$par [ 1 ] ˆ 2 , tulemus$par [1 ]ˆ2+ tulemus$par [ 2 ] ˆ 2 ,
tulemus$par [1 ]ˆ2+ tulemus$par [2 ]ˆ2+ tulemus$par [ 3 ] ˆ 2 )
# 4.487026 6.469628 6.469628
##Kasutades op t imaa l s e id hindu leiame t a b e l i d
t ab e l i d 2<−function ( r , n ,N){
c=matrix (0 ,N+1,n)
V=c
c [ , n]=c ( 0 :N)
for ( i in 1 :N){
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V[ i +1,n]=V[ i , n]+ r [ n ] ∗(1−ppois ( i −1, lambda=D[ 1 ,1 ]+D[ 1 , 2 ] ∗ r [ n ] ) )
}
for ( j in 1 : ( n−1)){
for ( i in 1 :N){
klass ikasum<−rep (0 , i +1)
k lass ikasum [ 1 ]<−V[ i +1,n−j +1]
for ( k in 1 : i ){
for (m in 0 : ( k−1)){
klass ikasum [ k+1]=klass ikasum [ k+1]+( r [ n−j ]∗m+V[ i+1−m, n−j +1])∗
dpois (m, lambda=D[ j +1 ,1]+D[ j +1 ,2]∗ r [ n−j ] )
}
klass ikasum [ k+1]=klass ikasum [ k+1]+( r [ n−j ]∗k+V[ i+1−k , n−j +1])∗
(1−ppois ( i −1, lambda=D[ j +1 ,1]+D[ j +1 ,2]∗ r [ n−j ] ) )
}
V[ i +1,n−j ]=max( k lass ikasum )
c [ i +1,n−j ]=(which( k lass ikasum==max( k lass ikasum )) −1) [ 1 ]
}
}
return ( l i s t (c ,V) )
}
abi<−t ab e l i d 2 ( r=opt r , n=3,N=56)
c=abi [ [ 1 ] ] #kohtade arvud
V=abi [ [ 2 ] ] #oodatav t u l u
###Kahe muutujaga




c [ , n]=c ( 0 :N)
for ( i in 1 :N){
f 1<−function ( r ){
kasum=0
for ( k in 1 : ( i −1)){
kasum=kasum+r∗k∗dpois (k , lambda=D[ 1 ,1 ]+D[ 1 , 2 ] ∗ r )
}
kasum=kasum+r∗ i∗(1−ppois ( i −1, lambda=D[ 1 ,1 ]+D[ 1 , 2 ] ∗ r ) )
return (kasum)
}
tulemus=optimize ( f1 , c(0 ,−D[ 1 , 1 ] /D[ 1 , 2 ] ) ,maximum=TRUE)
V[ i +1,n]=tulemus$ ob j e c t i v e
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r [ i +1,n]=tulemus$maximum
}
for ( j in 1 : ( n−1)){
for ( i in 1 :N){
klass ikasum<−rep (0 , i +1)
k lass ikasum [ 1 ]<−V[ i +1,n−j +1]
hinnad<−rep (0 , i +1)
for ( k in 1 : i ){
f<−function ( r ){
kasum=0
for (m in 0 : ( k−1)){
kasum=kasum+(r∗m+V[ i+1−m, n−j +1])∗dpois (m, lambda=D[ j +1 ,1]+D[ j +1 ,2]∗ r )
}
kasum=kasum+(r∗k+V[ i+1−k , n−j +1])∗(1−ppois (k−1, lambda=D[ j +1 ,1]+D[ j +1 ,2]∗r ) )
return (kasum)
}
tulemus=optimize ( f , c(0 ,−D[ j +1 ,1]/D[ j +1 ,2 ] ) ,maximum=TRUE)
klass ikasum [ k+1]=tulemus$ ob j e c t i v e
hinnad [ k+1]=tulemus$maximum
}
V[ i +1,n−j ]=max( k lass ikasum )
c [ i +1,n−j ]=(which( k lass ikasum==max( k lass ikasum )) −1) [ 1 ]
r [ i +1,n−j ]=hinnad [which( k lass ikasum==max( k lass ikasum ) ) [ 1 ] ]
}
}
return ( l i s t (c ,V, r ) )
}
abi<−t ab e l i d 3 (D=D, n=3,N=56)
c=abi [ [ 1 ] ] #kohtade arvud
V=abi [ [ 2 ] ] #oodatav t u l u
r=abi [ [ 3 ] ] #opt imaalsed hinnad
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